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III. éves alkmat parcdi� 2016. tavasz

1. Tekintsük a ∂
2
t v −∆v = 0 R+ × Rn-ben,
v(0, x) = 0 (x ∈ Rn),

∂tv(0, x) = f(τ, x) (x ∈ Rn)

feladatcsaládot, ahol f ∈ C(R+ × Rn) és τ ∈ R+
0 paraméter. Tegyük fel, hogy minden τ ∈ R+

0 esetén a feladat
v(·, · ; τ) megoldására v, ∂2t v,∆v ∈ C(R+

0 × Rn × R+
0 ). Értelmezzük ekkor az u függvényt a következ®képpen:

u(t, x) =

∫ t

0

v(t− τ, x; τ) dτ.

Igazoljuk, hogy ∂2t u −∆u = f R+ × Rn-ben, u(0, x) = 0 és ∂tu(0, x) = 0 (x ∈ Rn), azaz u megoldása a második
részfeladatnak! (Duhamel-elv)

2. Legyen w a következ® feladat megoldása:∂
2
tw −∆w = 0 R+ × Rn-ben,
w(0, x) = 0 (x ∈ Rn),

∂tw(0, x) = g(x) (x ∈ Rn).

Tegyük fel, hogy w ∈ C3(R+×Rn)∩C2(R+
0 ×Rn), és legyen ekkor u(t, x) = ∂tw(t, x) ((t, x) ∈ R+

0 ×Rn). Igazoljuk,
hogy ∂2t u − ∆u = 0 R+ × Rn-ben, u(0, x) = g(x) és ∂tu(0, x) = 0 (x ∈ Rn), azaz u megoldása a harmadik
részfeladatnak!

3. Oldjuk meg n = 1 esetén az els® részfeladatot!

4. Bizonyítsuk be, hogy n = 1 és g ∈ C2(R) esetén a harmadik részfeladat megoldása u(t, x) =
1

2
(g(x+ t) + g(x− t))

((t, x) ∈ R+
0 × R).

5. Oldjuk meg a következ® Cauchy-feladatot!∂
2
t u− ∂2xu = t− x R+ × R-ben,
u(0, x) = sinx (x ∈ R),

∂tu(0, x) = cosx (x ∈ R).

6. Legyen u a következ® feladat megoldása:∂
2
t u− ∂2xu = 0 R+ × R-ben,
u(0, x) = g(x) (x ∈ R),

∂tu(0, x) = h(x) (x ∈ R),

ahol g, h ∈ C(R). Mutassuk meg, hogy ha supp g, supph ⊂ [a, b], akkor suppu(t, ·) ⊂ [a − t, b + t] minden t > 0
esetén. (Véges sebesség¶ hullámterjedés)

7. Igazoljuk n = 1 esetén, hogy a hiperbolikus Cauchy-feladat u megoldása folytonosan függ h-tól a következ® értelem-
ben: ha h1, h2 ∈ C(Rn), amelyekre |h1(x)− h2(x)| ≤ ε (x ∈ R), akkor a Cauchy-feladat megfelel® u1, u2 megoldá-
saira |u1(tx)− u2(t, x)| ≤ εt ((t, x) ∈ R+

0 × R).

8. Mutassuk meg n = 1 esetén, hogy a hiperbolikus Cauchy-feladat u megoldása folytonosan függ f -t®l a következ®
értelemben: ha f1, f2 ∈ C(R+×R), amelyekre |f1(t, x)−f2(t, x)| ≤ ε ((t, x) ∈ R+×R), akkor |u1(t, x)−u2(t, x)| ≤
εt2

2
((t, x) ∈ R+

0 × R).

∗9. Legyen u ∈ C2(R+
0 × [0, 1]) az egydimenziós ∂2t u− ∂2xu = 0 hullámegyenlet egy olyan megoldása, amelyre u(t, 0) =

u(t, 1) = 0 minden t ≥ 0 esetén (mindkét végén rögzített húr). Mutassuk meg, hogy ekkor az

E(t) =
1

2

∫ 1

0

(
∂tu(t, x))2 + (∂xu(t, x))2

)
dx

formulával értelmezett függvény (mechanikai energia) valójában nem függ t-t®l.


